Ob abelevyh svojstvah primitivnyh klassov universal'nyh algebr by Csákány, Béla
202 
ОБ АБЕЛЕВЫХ СВОЙСТВАХ ПРИМИТИВНЫХ КЛАССОВ 
УНИВЕРСАЛЬНЫХ АЛГЕБР 
Б. Ч А К А Н Ь (Сегед)*) 
В предлагаемой работе приводятся доказательства некоторых утвержде-
ний, опубликованных в [7], а также сформулируется несколько замечаний, 
относящихся к затронутому там же кругу вопросов. Основные определе-
ния можно найти в работах [5], [6], на которые мы неоднократно будем 
ссылаться. 
§ 1 
Свойство, которым могут обладать примитивные классы алгебр, мы 
'назовем абелевьш, если оно характеризует среди примитивных классов 
групп примитивные классы абелевых групп. 
Т. И в э н с доказал абелевость каждого из следующих свойств |8]: 
Н. В любой алгебре класса ?.( каждая подалгебра является классом 
некоторой конгруэнции. 
Е. Множество всех эндоморфизмов любой алгебры класса 91 замкнуто 
относительно основных операций данного класса (т. е., еслиг — и-местная 
основная операция в классе ?,(, А — алгебра в 9Т, а ех , . . . , е„ — эндоморфизмы 
алгебры А, то отображение А в себя определенное посредством 
х (в , . . . е „у ) = (хе , ) . . . (хе„) V, (х£А), также является эндоморфизмом А). 
8. Множество всех подалгебр любой алгебры класса ?( замкнуто относи-
тельно основных операций данного класса (т. е., если V — операция, как 
выше, А,,...,А„ — подалгебры алгебры А в классе 91, то все элементы 
вида а, . . . а„у (а1^А1; / = 1, . . . , п) образуют подалгебру в А. Для последней 
мы будем пользоваться естественным обозначением А, . . . А„\>.) 
Далее, рассмотрим свойство (см. [4]) 
Т. В классе Ш прямое ч свободное произведения двух алгебр совпадают. 
Оно также является абелевым, как это легко следует из абелевости 
свойства Н и из теоремы 2 в [6]. 
В |6 | дано описание примитивных классов со свойством Н, а также со 
свойством Т, при некоторых дополнительных условиях. Сейчас мы рас-
пространим наши исследования и на классы, обладающие свойством Е, 
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соотв. Б. Кроме приведенных мы будем рассматривать и следующие свой-
ства примитивных классов: 
О. В классе 91 существует опорная операция (т. е. нульместная операция, 
которая отмечает одноэлементную подалгебру во всех алгебрах класса 91). 
N. Класс 91 нормальный [1] (т. е. в любой алгебре класса 91 все кон-
груэнции перестановочны между собой). 
(ЗЫ. В любой алгебре класса 91 каждая конгруэнция однозначно опре-
деляется своим классом, содержащим опорный элемент (т. е. элемент, отме-
ченный опорной операцией). 
Р. В классе 91 существует (в общем случае главная производная) опе-
рация хуф, определяющая вид конгруэнций во всех алгебрах класса 91 [11]. 
Это значит, что каждая конгруэнция <р произвольной алгебры А класса 
91 обладает таким классом что а = Ъ(<р) (а, Ь£А) тогда и только тогда, 
если а Ь ^ е ^ . 
§ 2 
Следуя Б. И. П л о т к и н у [3], /«-местную основную операцию ц алгебры 
А назовем перестановочным с п-местной основной операцией V той же 
алгебры, если для любых (г' = 1 , . . . , т ; ] = \ , . . . , п ) выполняется 
равенство (а11...а1пу)...(ат1...атпу)р = (а11...ат1ц)...(а1п...атлф. Если 
любые две основные операции алгебры А перестановочны (не исключая 
при этом одинаковых операций), то А называется коммутативной. 
Оказывается, что примитивный класс 91 тогда и только тогда обладает 
свойством Е, если каждая алгебра в 91 коммутативна. При доказательстве 
этого утверждения, обобщающего теорему I из [8], в которой описаны при-
митивные классы группоидов со свойством Е, без существенного видоиз-
менения можно применить метод, использованный в [8], и поэтому мы его 
проводить не будем. Следует лишь отметить, что понятие коммутативной 
алгебры является естественным обобщением понятия энтропического группо-
ида. 
Далее, имеет место 
Т е о р е м а 1. Примитивный класс 91 тогда и только тогда обладает 
свойствамл О, N. Е, если 91 эквивалентен*) классу всех унитарных 
правых модулей над некоторым коммутативным кольцом с единицей Л. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Сперва рассмотрим примитивный класс 91 со свой-
ствами О, И, Е. Как показано в [1], свойство N влечет за собой существо-
вание в 91 трехместной операции ц с тождеством 
(1) хууц=уухр = х. 
Обозначим опорный элемент во всех алгебрах класса 91 символом 0. 
Для операции хОу/< введем новое обозначение х + у. Ввиду (1) в 91 тождест-
*) В [7] речь шла о рациональной эквивалентности в смысле А. И. Мальцева [2], 
но нетрудно проверить, что она в случае примитивных классов равносильна эквивалент-
ности, введенной в [5]. 
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вечно имеет место 
(2) Л- + 0 = 0 + А- = Д". 
Далее, пусть // — произвольная "7-местная операция класса 9С. Рас-
смотрим Щ-свободную алгебру Г со свободными образующими л-!, . . . , хт, 
у У, ..., у,„. Согласно замечанию, сделанному в начале параграфа, Б — комму-
тативна. Перестановочность основных операций класса 91 распространяется 
и на все (главные производные) операции, в чем можно убеиться путем 
индукции по степени полинома, определяющего операцию, над системой 
основных операций. Таким образом, операции + и ц — перестановочны в Р.. 
В частности, выполняется равенство 
являющееся одновременно и тождеством в Ш". Из тождеств (2), (3) и из 
наличия свойства N. как в [5], следует, что 91 эквивалентен классу Ш всех 
унитарных правых модулей над некоторым (вполне определенным) кольцом 
с единицей Я. Покажем коммутативность кольца Я. Если д,д£Я, то пусть 
д, о — соответствующие им одноместные операции класса 9(. Из комму-
тативности Г вытекает х1да = х^ад. Тогда по лемме 1 из [5] хда = ход явля-
ется тождеством в Ш, так что в самом кольце Я будем иметь 1 оа = 13-д (1 —-
единица в Я), т . е . да = ад. 
С другой стороны, предположим, что эквивалентен классу всех 
унитарных правых модулей над некоторым коммутативным кольцом с 
единицей Я. В силу теоремы 2 из [6], 9( обладает свойствами О, N. Берем, 
в 91 произвольную «г-местную операцию р. Тождественно выполняется 
(4) л-,... л-„, // = л-, ц 1 + ... + л-„, /<„,, 
где + означает операцию, соответствующую сложению класса 9(, а //,-. 
(¿ = 1 , . . . , / « ) суть подходящие одноместные операции (см. стр. 54, а т а к ж е 
лемму 1 в [5]). Если теперь а — одноместная операция в 9(, то, пользуясь 
тождествами (4), (3) (последнее выполняется в 9( в силу леммы 1 из [5]) 
и перестановочностью одноместных операций в 9(, что вытекает из комму-
тативности Я, мы получим тождества 
Этим показано, что в алгебрах класса 91 одноместные операции являются 
эндоморфизмами. 
Наконец, пусть V — //-местная операция, А — произвольная алгебра 
в 91 и е,, ...., Еп — ее эндоморфизмы. Применением только что доказанного, 
а также тождества (4), получается для любых а , , . . . , а,„£А: 
(3) (Л* ! + > " ] ) • • • ( Л 'ш + Ут) Р = Ху...Хтр + У1...утЦ, 
(х{...хтр)а = (х^у-Ь . . . + А - , „ / / „ , ) ( 7 = Х1Ц1(Т+ ...+Х„,Цт(Т = 
= х1а/.11+ . . . +хтарт = (х1а)...(хта)р. 
(а,... ат /()(«! ••• е„ V) = (а 1 . . . аш ц) а у... (а,... а,„ //) е„ V =.. 
= 2 (а = 2 2 «¡ще^ = £ £ 
= . 2 4 ( 6 1 - - - е , = й í l ( e 1 . • • £ л v ) . . . й m ( e 1 . • • e п v ) ^ ¿ . 
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Значит, e.i . . . e,,v-является эндоморфизмом в Л, а этим наличие свойства 
E, у примитивного класса -9Í установлено. 
• Перейдем к рассмотрению свойства S. -Необходимым и достаточным 
условием для того, чтобы примитивный класс 9Í обладал свойством S, явля-
ется существование для всякой пары операций класса 9( р, v, т и «-¡местных 
соответственно, ш-местных операций ц 1 у . . . , ц п с тождеством 
(5) (A 'l 1 •••Л'1,1 V ) - " (Л*т1 • • • Хтп п " ' ^тп 
Это предложение доказывается таким же путем, как теорема IV из [8]. 
Отсюда следует, что примитивный класс со свойством Е обладает и 
свойством S, ибо в нем ввиду коммутативности всех алгебр выполняется 
более сильное тождество 
(л- , 1 . . . л-1 „ v ) . . . (х , „ ! . . . xm„ v) /Í = ( * ! ! . . . хт ip)...(xln... хт„ /<) V. 
Т е о р е м а 2. Примитивный класс 91 тогда и только тогда обладает 
свойствами О, N, S, если 9( эквивалентен классу 9Í всех унитарных модулей 
над некоторым кольцом с единицей R, все левые идеалы которого являются 
двусторонними. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . К а к при доказательстве теоремы 1, получим, что 
в классе 9( со свойствами О, N, S существует двуместная операция +•, 
подчиненная тождеству (2). Если р. — /и-местная операция в 9Í, то на осно-
вании (5) в 9( тождественно выполняется 
(x1+yi)...(xm+y,„)i.t = xl...xmpí+y1...ymp2. 
Подставляя у1=... =у,„ = 0 , получим: . ..хт =xt. ..х„,р; аналогичным 
же путем следует У1.. .у тР2—У1---У тР- Это показывает, что в 91 имеет 
место и тождество (3), так что 91 эквивалентен классу всех унитарных правых 
модулей над некоторым кольцом с единицей R. Ради простоты, .мы отождест-
вим одноместные операции класса 9Í с элементами R, ссылаясь при этом на 
лемму 1 из [5]. Пусть теперь F — 91-свободная алгебра со свободным образу-
ющим х. Тогда F=xR, и ввиду S, для o£R, xRo является подалгеброй в 
F, значит, для произвольной т £ R имеет место включение xRax^xRo, 
т. е., для любых Q, а, х 6 R существует такое х' Z.R, что 
(6) XQ<JX = XX'G.. 
Поскольку (б) — тождество в Ш, в R имеем: QGX — х'а, а это равносильно 
тому, что в R всякий главный левый идеал является главным идеалом. 
В силу этого факта, если Р — левый идеал в R, то 
RPR= U RpR= U Rp = P, 
píp PÍP 
т. е. Р — идеал кольца R. Этим необходимость условия теоремы доказана. 
Д л я доказательства достаточности предположим, что примитивный 
класс 91 эквивалентен описанному в теореме классу модулей 9í. Берем 
в 9Í w-местную операцию р, алгебру А и ее подалгебры А1;'..., Ат. Требу-
ется доказать, что М = А1...Атр - - подалгебра в А. 
206 Б. Ч а к а н ь 
Пусть V — «-местная операция в 21. Рассмотрим элементы 
( / = 1 ,...,т; 7 = 1 , . . . , п). Достаточно показать, что т-(а11...ат1ц)... 
,..(а1п...атпц)\£М. Двукратным применением тождества (4), выполня-
ющегося и в 21, получим: 
III 11 
™ = 2 
¡=1 
где суммирование производится операцией, соответствующей в 21 сложению 
класса 9?, а ц 1 , \ } — подходящие одноместные операции. Этим последним 
в Я соответствуют элементы Предположение относительно Я влечет 
за собой существование в Я элементов г и , для которых имеют место равенства 
= (' = 1 > • • • , ] = По лемме 1 из [5] тогда и в 21 существуют 
одноместные операции, при которых справедливы тождества 
Отсюда 
III п 
т = 2 
¡=17=1 
а так как здесь 
л 
2 аиУи £ А¡, 
то в самом деле т£М, что и требовалось доказать. 
Теоремы 1 и 2 дают нам возможность определить все минимальные 
(в другой терминологии: эквационально полные, см. [10]) примитивные 
классы со свойствами О, N. Е, а также со свойствами О, N. 8. Ф. Г е ч е г 
заметил [9], что простые кольца отличаются тем, что классы всех унитарных 
правых модулей над ними являются минимальными. С другой стороны, 
Т. Селе указал на возможность охарактеризовать тела, как кольца с нетри-
виальным умножением и без истинных левых идеалов [12]. При помощи 
этих замечаний получается следующее предложение: 
Минимальный примитивный класс со свойствами О, К, Е (О, N. Б) 
эквивалентен классу всех векторных пространств над некоторым полем 
(телом). 
§ 3 
Теперь мы будем рассматривать примитивный класс 21 со свойствами 
О, Р. Покажем, что 21 обладает и свойством (^Я. Пусть А — алгебра из 21, 
а (р — конгруэнция в А. Тогда 0 = 00^ так что мы должны показать, 
что однозначно определяет конгруэнцию <р. В самом деле, если •& — 
отличная от ср конгруэнция в А, то существуют такие элементы а,Ь^А, 
что например а = Ъ(ф), а^Ь{8), откуда а Ь а Ь ф ^ д , так что N, ,^N0 . 
Благодаря только что доказанному, легко получается 
Т е о р е м а 3. Примитивный класс 21 тогда и только тогда обладает 
свойствами О, Р, Н (или Т), если 21 эквивалентен классу 91 всех унитарных 
правых модулей над некоторым кольцом с единицей Я. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если класс 21 обладает свойствами О, Р, Н (Т), то 
он является классом со свойствами О, С^Я, Н (Т), но тогда в силу теоремы 2 
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из [6] условие теоремы выполняется. С другой стороны, той же теоремой" 
обеспечено наличие свойств О, Н, Т у всякого примитивного класса, экви-
валентного классу ЭТ. Наконец, такие примитивные классы обладают и 
свойством Р: в качестве операции ф можно взять операцию, соответствующую' 
модульному вычитанию. 
§ 4 
Примитивный класс 91 тогда и только обладает свойством О, если в 
любой алгебре А из 9( среди классов каждой конгруэнции существует 
единственный класс, являющийся подалгеброй в А. Необходимость этого 
условия очевидна, а для доказательства достаточности рассмотрим 91-
свободную алгебру Ж со свободными образующими х, у. В алгебре .Р, а также 
в ее подалгебрах {х}, {у} существуют однозначно определенные элементы 
(классы тривиальной конгруэнции) хуа, хт, усо соотв., являющиеся подал-
гебрами. Здесь, понятно, а, т и со означают подходящие операции. По условию' 
(7) л'т = усо (= Хуо), 
а поскольку (7) — тождество в Ш, мы получим; хт =хш, т. е. операции т и 
со — тождественны, но тогда, как показывает (7), в 91 имеет место и тож-
дество 
(8) хсо = усо. 
Принимая во внимание, что хсо — подалгебра в Г, для произвольной: 
операции д класса 91 получим: 
(9) (хсо)... (хсо) д = хсо. 
Тождества (8) и (9) вместе означают, что со — опорная операция. 
Из доказанного и из теоремы 2 в [6] вытекает 
Т е о р ема 4. Если в каждой алгебре примитивного класса Шможно взаимно• 
однозначно сопоставлять подалгебры и конгруэнции (т. е. каждая подал-
гегра является классом единственной конгруэнции, и среди классов каждой 
конгруэнции найдется единственная подалгебра), то 91 эквивалентен классу 
всех унитарных правых модулей над некоторым кольцом с единицей. 
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